TEMA 4.c: Contraste de Hipotesis
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El objetivo de esta unidad es realizar contrastes de hipétesis para pardmetros de poblaciones que siguen
una distribucién normal a partir de una muestra aleatoria.

413 Introduccién

Pueden presentarse en la préctica situaciones en las que exista una teoria preconcebida relativa a la caracteris-
tica de la poblacién sometida a estudio, en tal caso uno de los objetivos estd en corroborar de forma empirica
la hipétesis inicial sobre dicha poblacién. Este tipo de circunstancias son las que nos llevan al estudio de la
parcela de la Estadistica Inferencial conocida por Contrastes de Hipétesis.

Definicién 1. Se denomina Hipétesis Estadistica a cualquier conjetura sobre una o varias caracteristicas de interés
de un modelo de probabilidad.

Por ejemplo, podemos estar interesados en validar las siguientes hipétesis (que se denotaran por Hy que
llamaremos Hipétesis Nula):

1. Hp : La altura media en Ourense no difiere de la del resto de Esparia.
2. Hy : Los beneficios anuales en bolsa del grupo de eléctricas son iguales al 12%.

3. Hp : Los beneficios anuales en bolsa del grupo de eléctricas son los mismos que los del grupo de teleco-
municaciones.

4. Hy : El salario de los hombres es igual al de las mujeres.

La hipétesis Hy a validar va a estar en funcién de las caracteristicas de la poblaciéon. En concreto, las
hipétesis nulas para los ejemplos anteriores se pueden escribir como:

1. Hy: u=1,68 (enm.).
2. Hp: p =12 (en %).

3. Ho:px = py-

4. Ho: px —py = 0.

Para validar estadisticamente o no estas hipotesis se usa una muestra de la poblaciéon de interés. La real-
izacién de un contraste implica la existencia de dos hipétesis, que denominaremos hipétesis nula (Hp), que es
la que se contrasta, e hipétesis alternativa (Hj), que pretendemos contrastar con la hipétesis nula. La hipotesis
nula Hy se considerard cierta si en la muestra recogida no existe una fuerte evidencia en contra. Si a partir de
la muestra se decide que la hipétesis nula Hy es falsa, entonces se acepta como cierta la hipétesis alternativa
Hj que puede ser unilateral o bilateral como se muestra a continuacién con los ejemplos anteriores:

1. Hj :La altura media en Ourense difiere de la del resto de Espafia y # 1, 68 (bilateral).
2. Hj : Los beneficios anuales en bolsa del grupo de eléctricas son inferiores al 12% p < 12 (unilateral).

3. Hj : Los beneficios anuales en bolsa del grupo de eléctricas son inferiores a los del grupo de telecomuni-
caciones px < py (unilateral).

4. H; : El salario de los hombres es superior al de las mujeres yx — y#y > 0 (unilateral).

Realizar un contraste de hipétesis (o validar estadisticamente una hipétesis) consiste en juzgar si cierta
propiedad supuesta para la poblacién es compatible con lo observado en una muestra de ella. Para medir
esta “compatibilidad” se definen medidas de discrepancia que dan la diferencia entre lo observado (obtenido
a partir de la muestra) y la hipétesis. Si esta diferencia es grande y no puede ser atribuible al azar o a la
variabilidad de la muestra rechazaremos la hipétesis.

Definicién 2. Hipétesis paramétrica simple: Hipotesis que especifica un inico valor para cada pardmetro poblacional
desconocido. Por ejemplo en dos poblaciones Normales con 0> = 150, deseamos contrastar si pix = iy,
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Definicion 3. Hipdtesis paramétrica compuesta: Hipdtesis que asigna un conjunto de valores posibles a pardmetros
poblacionales desconocidos. Por ejemplo en una poblacion Normal con 0 = 150, deseamos contrastar si2 < p < 5,

Definicién 4. Estadistico de contraste. Es el criterio estadistico que permite decidir hasta qué punto los datos estdn de
acuerdo o no con la hipdtesis nula. El estadistico de contraste es cualquier funcion de los datos muestrales y del pardmetro
especificado por Hy, con distribucién conocida cuando Hy es cierta.

Los estadisticos de contraste suelen medir “discrepancias” entre el pardmetro y su estimacién, por ejemplo:

d({x1, %2, ..., %} Ho) = | = (1)

Vn
Al conocerse su distribucién cuando Hj es cierta, se puede calcular la probabilidad de que el estadistico supere
el valor que ha tomado para una muestra concreta. Si la probabilidad es “grande”, no hay razones para
sospechar que Hj sea falsa; si es “pequefia” admite dos interpretaciones:
a) Hy es cierta, pero el azar ha producido una muestra poco representativa.
b) La hipétesis Hy realmente no es cierta.
Distinguiremos entre errores del tipo I y II:

No rechazar Hy | Rechazar H
Hy cierta Correcto Error tipo I
Hy falsa Error tipo 11 Correcto

Definicién 5. A la probabilidad de cometer un error tipo I se le denomina nivel de significacion del contraste y se
denota por a (0 < a < 1):
a = P (error tipo I) = P (rechazar Hy/ Hy cierta)

y por tanto la probabilidad de aceptar Hy cuando es ciertaes 1 — a.
Definicién 6. A la probabilidad de cometer un error tipo II se le denota por B (0 < p < 1):
B = P (error tipo 1I) = P (aceptar Hy/ H falsa)
y por tanto la probabilidad de rechazar Hy cuando es falsa es 1 — B, a esta cantidad se le llama Potencia del contraste.

Lo ideal seria que las probabilidades de los dos tipos de error fuesen lo mas pequefias posibles, pero esto
no es posible, pues fijado un tamafio muestral 1, si disminuimos la probabilidad de un error entonces aumenta
la probabilidad de cometer el otro error. En la practica se pueden seguir los siguientes criterios de error:

1. Criterio 1: Que tnicamente se pretenda controlar el error de tipo I, cuando sélo se rechaza Hj si la evi-
dencia en su contra es muy importante, y no importa cometer el error tipo II.

2. Criterio 2: Que la decisién garantice probabilidades para que ambos errores queden fijados de antemano.
Fijar sélo « es inadecuado cuando el error tipo II resulte tanto o mds grave que un error tipo L

La metodologia del criterio 1, la que seguiremos a continuacion, es fijar « (habitualmente « = {0.1,0.05,0.01}),
es decir, se decide de antemano la probabilidad méxima (de error) que se esta dispuesto a cometer de rechazar
Hj cuando es cierta. Posteriormente, a través de una regla, se decide si los datos tienen suficiente evidencia
como para rechazar la hipétesis nula Hy (en favor de la alternativa Hy). Si no es asi, se mantiene la hipdtesis
nula como cierta.

Esta metodologia es conservadora en el sentido de que si no se tiene mucha evidencia en contra de la
hipétesis nula entonces se tiende a aceptarla.

Ejemplo 1. Un juez tiene que decidir si una persona va a la cdrcel o no. En este caso se pueden cometer dos tipos de
errores: ingresar a la persona en la cdrcel cuando es inocente o dejarla en libertad siendo realmente culpable. La postura
del juez es dejar en libertad a la persona si no tiene suficientes evidencias de que sea culpable, por tanto las hipdtesis del
juez serian:

Hy : la persona es inocente

H;j : la persona es culpable

y como el juez fija el nivel de significacién, por ejemplo & = 0.01, entonces la probabilidad de cometer un error de tipo 1
(rechazar Hy cuando es cierta), es decir, de ingresar a la persona en la cdrcel siendo inocente es como mdximo del 1%. De
modo que si la hipdtesis nula Hy es rechazada es porque los datos aportan suficiente evidencia de que Hy es falsa.
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4.13.1 Metodologia

Al fijar un nivel de significacién a',se obtiene implicitamente una divisién en dos regiones del conjunto de
posibles valores (la distribucién del contraste) del estadistico de contraste, una de probabilidad « (bajo Hy)
que se conoce como regién de rechazo o regién critica, y otra con probabilidad 1 — « (bajo Hp) conocida
como regién de aceptacién. Si el valor del estadistico cae en la regién de aceptacion, es decir, la funcién de
discrepancia toma valores préximos a cero, no existen razones suficientes para rechazar la hipétesis nula con
un nivel de significacién «, y el contraste se dice estadisticamente no significativo. En caso contrario, valores
distantes del cero, los datos no son compatibles con Hy y la rechazamos. Entonces se dice que el contraste es
estadisticamente significativo rechazandose la hipétesis nula Hy..

Lape Aceptacién ™

e —_— e
rechazo rechazo

4.13.2 Construccién de las regiones de Aceptacién-Rechazo
Las regiones de aceptacion-rechazo dependen de la hipétesis alternativa, H;:

a) Hy : 0 # 6. La region de rechazo la forman las dos colas de la distribucién del estadistico bajo Hy, ambas
con la misma probabilidad « /2. En esta situacion se construyen I.C. Bilateral de colas iguales.

dceplacién

| Rechazo

Definicién 7. Sea D un estadistico de contraste, funcién de discrepancia, y d el valor observado para una muestra

determinada (x1,...x,) bajo Hy, es decir, d = d (xq,...x,; Ho). Se denomina valor critico o p-valor al nivel de
significacion critico que verifica « € (0,1):

Si p_valor > o — se acepta la hipétesis nula, y

si p_valor < « — se rechaza la hipétesis nula.

p —valor := P (D > J‘ Ho)
El p-valor sélo puede calcularse cuando la muestra estd tomada, y es distinto para cada una de ellas.
Calculo del p-valor:
a) Hj : 0 # 6p. Contraste bilateral y tenemos que considerar dos colas:
D. simétrica: p—valor:P(D <- ’dD +P(D > d) :Z*P(D > |d
D. no simétrica: p — valor = 2 * min {P (D < cf) ,P(D > cf) } .

)

Hay que tener en cuenta que (1.1) es una v.a. ya que engloba a la muestra.
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b) Hy : 0 > 6. 1.C. Unilateral por la derecha c) Hy : 8 < 6. I.C. Unilateral por la Izquierda
Aceptacion 4— | dceptacidn

Rechaio 4|
L w Rechazo

N

Region de Aceptacién (—oo,z1_,) Region de Aceptacion (z,, +o0)

b) Hj : 6 > 6y. Unilateral por la derecha y tenemos que considerar una cola

p—valor:P(chf‘Ho).

c) Hj : 0 < 0. Unilateral por la Izquierda

p—valor:P(Dga?‘Ho).

Observacion 1. Un p-valor grande no muestra evidencia fuerte en contra de Hy. Puede ocurrir por dos razones: (i) Hy
es cierta o Hy es falsa y el test tiene una potencia baja.

Observacion 2. Escala de habitual en la interpretacion del p-valor:

p-valor evidencia

< 0.01 evidencia muy fuerte en contra de Hy
0.01 —0.05 fuerte evidencia en contra de Hy
0.05—-0.10 evidencia debil en contra de Hy

> 0.10 nula o poca evidencia en contra de Hy

4.13.3 Potencia de un contraste

Definicién 8. Funcion que asigna a cada posible valor del pardmetro 0 la probabilidad de rechazar Hy cuando el verdadero
valor es 6.
m:0® — [0,1]
60 — 7w (0) = P (rechazar Hy/0)

Para una tamarfio muestral #n y un nivel de significacién «, la probabilidad de error tipo II depende tnica-
mente del estadistico D y de 6.

_a V8 € Hy, m(0) <a
Vo ety mO) =1-BO) g o— 06y 7(6)=a
A las gréficas de la funcién de potencia se les denomina curva de potencia. Pueden interpretarse como la
sensibilidad o capacidad para detectar la hipétesis alternativa. Fijado el nivel de significacion &, un contraste
con funcién de potencia 711 (8) se dice mas potente que otro con funcién de potencia 71, (8) para contrastar Hy
si:
71 (0) = 72 (0) VO € Hy
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4.13.4 Procedimiento general para la realizacién de un contraste de hipétesis

El procedimiento que abajo se describe, podré aplicarse para constrastar cualquier tipo de hipétesis (paramétrica
0 no paramétrica, unilateral o bilateral).
Etapas para la realizacién de un contraste de hipétesis:

1. Determinacién de las hipétesis nula y alternativa. En esta primera etapa deberan especificarse las
hipétesis nula (Hp) y alternativa (H;) del contraste. Dichas hipétesis determinardn el tipo de contraste
(bilateral o unilateral, simple o compuesta) a realizar.

2. Fijacién de los errores de tipo I 'y de tipo II. La segunda etapa de este procedimiento general consiste en
la fijacién de los valores « y B de las probabilidades de los errores de tipo Iy tipo II, respectivamente.

3. Determinacién del tamafio muestral. Una vez fijados los valores de « y 8, se puede determinar el tamarfio
muestral necesario para garantizar dichas probabilidades de error.

Es comiin omitir esta etapa, en cuyo caso se dice que el procedimiento corresponde a un contraste de
significacion.

En lo que sigue, realizaremos contrastes de significacién: supondremos que disponemos de una muestra
de tamario adecuado para la realizacién del contraste y tinicamente fijaremos un valor « para el nivel de
significaciéon (no nos preocuparemos del error de tipo II).

4. Eleccion del estadistico. Va a ser una variable aleatoria que nos permitird decidir la aceptacién o el
rechazo de la hipétesis nula, con la garantiade los errores prefijados. Deberemos conocer su distribucién
de probabilidad en el supuesto de que la hipétesis nula sea cierta.

5. Determinacién de la regién de aceptaciéon. En funcién de los valores de « y, en su caso B, fijados en la
segunda etapa, asi como de las hipétesis nula y alternativa especificadas en la primera etapa, se obtiene
un intervalo (finito o infinito) que se denomina regicn de aceptacion.

Una vez evaluado el estadistico para una muestra de tamafio previamente fijado, si el valor de éste
pertenece a la regién de aceptacién se acepta la hip6tesis nula. En caso contrario se rechaza.

El complemento de la regién de aceptacién se denomina regidn de critica o de rechazo.

4.13.5 Relacién entre Contrastes de Hipétesis e Intervalos de Confianza

Existe una analogia entre los I.C. y los Contrastes de Hipoétesis, aunque ambos tienen identidad propia y son
complementarios. Dado un contraste

HQ 10 = 90

Hl 10 7& 60

podemos construir el I.C. para 6y como el conjunto de hipétesis nulas con las cuales se acepta el test anterior,
utilizando el mismo nivel de error. Reciprocamente dado un I.C. para 6y, todo valor 6; € L.C. verifica la
hipétesis nula Hy : 6 = 0.

Los intervalos que se construyen tienen que ser acordes con las hipétesis nula y alternativa y si se fija un
nivel de significacién « para el test el nivel de confianza para el intervalo es 1 — «.

4.14 Contrastes paramétricos de una poblacién normal

Supongamos que la caracteristica X que estudiamos sobre la poblacion sigue una distribucién normal N (p, o)
y tomamos una muestra (X, ... X, ) de tamafio n mediante muestreo aleatorio simple. Vamos a ver cuéles son
las técnicas para contrastar hipotesis sobre los pardmetros que rigen X. Vamos a comenzar haciendo diferentes
tipos de contrastes para medias y después sobre las varianzas y desviaciones tipicas.
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4.14.1 Contrastes para la media de una poblacién normal con varianza conocida

a) Contraste bilateral
Suponemos que X ~ N (i, 0) donde ¢ es conocido y queremos contrastar si es posible que p (desconocida)
sea en realidad cierto valor fijado . El test se escribe entonces:

Hp:p=po
Hy :p # po

La técnica para hacer el contraste consiste en suponer que Hy es cierta, y averiguar con esta hip6tesis quién es
la distribucion del estadistico del contraste, que en este caso consideramos

X—‘uo
~ N (0,1
o NOD

NG

Si al obtener una muestra concreta, una vez fijado el nivel de significacion «, se tiene que el valor del estadistico
es significativamente grande o pequefio, se debe rechazar Hj (en favor de la hipétesis alternativa Hj ), es decir

z =

X — Ho

X — .
Ho >z gpobienz = —5— < —z1 4

o

Vi Vi

Rechazar Hy siz =

que es lo mismo que
, X — pol
Rechazar Hy si [z| = —5— > z1_4/2

7

tal como viene dado en la siguiente figura:

Ejemplo 2. Se desea contrastar si la altura media en Ourense no difiere de la del resto de Espaiia con un nivel
de significacion del 5%, sabiendo que la altura media en Espaiia es 1,68 metros y la varianza es c*> = 0,05% a
partir de la siguiente muestra de 10 personas

Y = {1.80,1.66,1.68,1.75,1.72,1.67,1.59,1.73,1.69,1.75}

El contraste es
Hy:pu=168

Con la muestra anterior, el valor del estadistico de contraste es

X

. po 1,704 —1,68

0,05
V10

=1,5179

=k



= s : Departamento de Estatistica ¢ Enxefiarf L.uvigo.
UanerSldadeV].gO e Inp\restigacién Operati\ra In];i)irf‘lr;ti(gxenana coentvEDes

Campus de Ourense

Este valor estd dentro de la region de aceptacion R.A. = (—21_4/2,21-4/2) = (—1.96,1.96) para el nivel de significacién
a = 0.05, por lo tanto los datos no muestran suficiente evidencia para rechazar Hy y decidimos aceptar que la altura media
en Ourense es la misma que la del resto de Espafia.

P—valor =P | | X2 > d (x1,...x0)| Ho | = P(IN(0,1)] > 1.5179) =

Vn
2+xP(N(0,1) > 1.5179) = 2% 0.0645 = 0.129
Como P — valor > « entonces no podemos rechazar Hy.

b) Contraste unilateral
Suponemos que X ~ N (y,0) donde o es conocido y queremos contrastar si es posible que y (desconocida)
sea en realidad cierto valor fijado i frente a que realmente sea mayor (andlogamente menor). El test se escribe
entonces:
HO ‘U= Ho
Hy:p > po
El estadistico del contraste en este caso es también
z=2"M _N(0,1)

Y g

Vn
Si al obtener una muestra concreta, una vez fijado el nivel de significacién «, se tiene que el valor del estadistico
es significativamente grande, se debe rechazar Hy (en favor de la hip6tesis alternativa Hj ), es decir

X — o

7
NG

Rechazar Hy siz = > Z1_4

tal como viene dado en la siguiente figura:

0,43

04

Ejemplo 3. Continuando con el ejemplo anterior, contrastar si la altura media en Ourense no difiere de la
media espaiiola o por el contrario es mayor con un nivel de significacion del 1%.

El valor del estadistico sigue siendo z = 1,5179, que estd en la regién de aceptacion (R.A. = (—00,z1_,) = (—00,2,3263))
para un nivel de significacién « = 0,01, de modo que el valor de z no es significativamente grande y los datos no muestran
de nuevo suficiente evidencia para rechazar Hy.

|

P—valor="P | “zF >d(x1,...x,)|Hy | = P(N(0,1) > 1.5179) = 0.0645

Nz

Como P — valor > « entonces no podemos rechazar H.

Tabla resumen:

Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién
Bilateral Hop: pu=puo Hi: p#up (*Zl_a/z,zl_a/z)
Unilateral izda. Ho: pu>pup Hi: u<pp (—21_q,00)

Unilateral dcha. Hy: p<pwug Hi: pu>up (—00,21_4)
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4.14.2 Contrastes para la media de una poblacién normal con varianza desconocida

Suponemos que X ~ N (y,0) donde ¢ es desconocido. Si queremos realizar el contraste bilateral, lo que se
contrasta si es posible que y (desconocida) sea en realidad cierto valor fijado . El test se escribe entonces:

Ho :p = po
Hy =y # o
El estadistico del contraste que consideraremos en este caso es
X —
= 2 Mo ty 1
S  H

Si al obtener una muestra concreta, una vez fijado el nivel de significacion «, se tiene que el valor del estadistico
es significativamente grande o pequefio, se debe rechazar Hj (en favor de la hipétesis alternativa Hj ), es decir

X — Ho

X — o .
—_— > tnfl,lftX/Z oblent = = < —tn,Ll,“/z

Rechazar Hysit =

NG

Si se desea realizar el contraste unilateral

St

Ho :pu = po
Hy:u >y

una vez fijado el nivel de significacién «, se rechaza la hipétesis nula Hy si el valor del estadistico es significa-
tivamente grande, es decir

. X —
Rechazar Hysit = §V0 >th11-a

Nz

Ejemplo 4. Con la muestra del ejemplo anterior, si no se conoce el valor de la varianza o, contrastar con un
nivel de confianza del 95%, contrastar si la altura media en Ourense no difiere de la media espaiiola.
Se trata de un contraste bilateral

Ho:p=po
Hy o p # o
Se calcula §2 = ﬁsz donde s2 = % Y xlz — X% = 2,90674 — 1,7042 = 0,003124, de modo que 2 = %52 =

i=1
%0, 003124 = 0,003471 y por iltimo 5 = 0,05891, de forma que el estadistico de contraste vale

X — U 1,704 — 1,68
t = =
B 0,05891

Vvn V10
De nuevo estd en la region de aceptacion R.A. = (—ty_11-y/2,tn—11-as2) = (—2.262,2.262). Por lo tanto, los datos

no muestran suficiente evidencia para rechazar Hy y decidimos aceptar que la altura media en Ourense es la misma que
la del resto de Esparia.

=1,2882

|

P —valor = P L >d(xy,...xn)| Ho | = P(|to] > 1.2882) =

E
vn

2% P (tg > 1.2882) = 2% 0.446 = 0.892

Como P — valor > w entonces no podemos rechazar Hy.

Tabla resumen:

Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién
Bilateral Ho: p=po Hi:p#p (—tiaozn-1ti-a/2n-1)
Unilateral izda. Ho: p>po Hi: u<ypp (—tn—11-a, )

Unilateral dcha. Hy: p<puy Hy: u>up (=00, ty_11-a)
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4.14.3 Contrastes para la varianza de una poblacién normal

Supongamos ahora que se desea realizar el contraste bilateral

C2 2
H0.0’2—(T%
Hy:0% # o)

Se sabe que, si Hy es cierta,
(n—1)8? N
R N
(Tg Hyp n
Por tanto, una vez fijado el nivel de significacién «, se rechaza la hipétesis nula H si el estadistico anterior es
significativamente grande o pequefio, es decir,

. n—1)82 3 n—1)82
Rechazar Hyj si Xz = % > X%l—l,l—zx/Z 6} )(2 = % < th—l,tx/z
0 0

Si queremos hacer el contraste unilateral
02— g2
Hp: 0’2 = (7%
Hi:0° < 75

una vez fijado «, se rechaza Hj si el valor del estadistico es significativamente pequefio, es decir

(n—1)82

.2 2
Rechazar Hy si x° = T < Xn-1a
Tabla resumen
Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién
Bilateral Ho: 0> =05 Hi: 0> #05  (Xa14/2 Xn-11-as2)
Unilateralizda. Hy: 0> >03 Hj: 0> <o} (X34, )
Unilateral dcha. Hp: 02 <02 Hj: 0> >0} 0,2 11.4)
n )2
Corolario 1. Sila media y de la distribucién Normal es conocida, entonces cambia el estadistico de contraste a Z’Zl(g# o
0 0

X2 modificdndose los grados de libertad de la distribucion x?. Todo el procedimiento anterior se repetiria igual con estas
dos modificaciones.

Ejemplo 5. En el ejemplo anterior, contrastar que la variabilidad de las alturas de Ourense es la misma que
la variabilidad en Espaiia frente a que es distinta con un nivel de significacion del 5%.
Las hipétesis son
Hp : 0% = 0.052
Hy : 02 # 0.05?

Habiamos obtenido que 52 = 0,058912 = 0,003471, de modo que el estadistico de contraste vale

,»  (n—1)8% 9-.0,003471

= = = 12,4956
iz 0.052

que pertenece a la region de aceptacion R.A. = ()(3171 w2 )(3171 170‘/2) = (2.70,19.023) , para un nivel del 5%, por lo
tanto decidimos aceptar que la variabilidad de las alturas en Ourense es la misma que la del resto de Espafia.
P _ : (n—1)S? (n—1)S? _

— valor —Z*mm{P (T <d(x1,...xn) HO) ,P (7 >d(x1,...%n) Ho)} =

o2
2*min {P (x3 < 12,4956) , P (x5 > 12,4956) } =2*min {0.8132,0.1868} = 0.3736.
Como P — valor > « entonces no podemos rechazar Hy.
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4.15 Contrastes paramétricos de dos poblaciones normales

Como se vio en el tema de “Intervalos de Confianza”, las muestras se pueden obtener por dos procedimien-
tos: datos apareados o muestras independientes. Independientemente del método escogido, el interés estara
centrado en hacer contrastes sobre la diferencia de las dos medias poblacionales y el cociente de las varianzas
poblacionales.

4.15.1 Contrastes para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con muestras independientes

Varianzas conocidas
Si se desea realizar el contraste bilateral

Hy :px — py = do
Hy:ux —py # do

sabemos que, si Hy es cierta, y las varianzas 0% y 012, son conocidas

X-Y)—d
Z:MNN(OJ)

n m

Por tanto, una vez fijado el nivel de significacion «, se rechaza la hipétesis nula Hy si el valor del estadistico es
significativamente grande o pequefio

X-Y)—-d X-Y)—-d
Rechazar Hy si Z = ( = ) 20 >2Z1_y 60 Z = ( > ) 20 < Zy/2
o Iog o o
X 4 Y X 4oy
n m n m

Si se desea realizar el contraste unilateral

Ho : pux — py = dp
Hlt‘lzlx—‘uy>d0

una vez fijado el nivel de significacién «, se rechaza la hipétesis nula Hy si el valor del estadistico es significa-
tivamente grande

X-Y)—d
Rechazar Hy si Z = % > 714
log o
% %
n n
Tabla resumen:
Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacion
Bilateral Ho: ux—puy=do Hi: ux—puy #do (—z1-a/2,21-a/2)
Unilateral izda. Hy: px —puy >do Hi: pux —uy <dp (—21_4,0)

Unilateral dcha. Hy: pux —py <do Hi: px —py > dg (—00,21_4)

Varianzas desconocidas pero iguales
En este caso, si las varianzas son desconocidas pero iguales, 07 = 03 = 02, se estima ¢ por 2,

@ (n—1)s%+(m—-1)%

n+m-—2
de modo que el estadistico de contraste sera
(X-Y) —dy
T = ~ t —
1 1 H n+m—2
Sq/=+—
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Por tanto, una vez fijado el nivel de significacién «, rechazaremos la hipétesis nula en favor de la alternativa
en un contraste bilateral si el valor del estadistico es significativamente grande o pequefio

, (X-Y)—do ) (X=Y)—dy
Rechazar Hysi T = I > tyym—21-as2 0 T = T < tpntm—24/2
=+ = Sy/=+—
no m n m

En el caso de tratarse de un contraste unilateral de la forma

Ho : px — py = do
Hy:px —py > dy

se rechaza Hy si el estadistico es significativamente grande

] (X=Y)—dy
Rechazar Hysi T = ~——=—=— > tyim-21-«
~ /1 1
S\/=+—
no m

y si es de la forma
Ho : px — py = do
Hq :‘Z/lx—‘uy<d0

se rechaza H) si el estadistico es significativamente pequefio

L (X-Y) -4
Rechazar Hy si T = ~————— < tytm—2a4
~ /1 1
[ -
nom
Tabla resumen:
Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacion
Bilateral Ho: pux —py=do Hi: px—py #do (~turm—21-a/2 tnrm—21-a/2)
Unilateral izda. Hy: pux —py >do Hi: px —py <dp (—tntm—21—a, )
Unilateral dcha. Hy: pux —py <do Hi: ux —py > dyp (—OO, tn+m—2,1—1x)

Ejemplo 6. Se desea contrastar con un nivel de confianza del 95% si el niimero medio de cambios de empleo
de los empresarios es menoro igual que el de los directores de corporaciones, suponiendo que las varianzas de
ambas poblaciones son desconocidas pero iguales. Para llevar a cabo este estudio, se selecciona una muestra
de 125 empresarios, siendo el niimero medio de cambios de empleo ¥ = 1,91 y la cuasi-desviacion tipica s, =
1.32. Andlogamente, se seleccioné una muestra independiente de 86 directores de corporaciones, obteniéndose
y=0,21ys, =0,53.
El contraste que queremos realizar es

HO : “MX — “uy S 0

H1 TUX — Ky > 0
La estimacion de la varianza de los empresarios y los directores de corporaciones es

@ _ (nx —1)83 + (ny —1)83  124-1.32% +85-0.532
n4+m—2 N 209

= 1.1480

y el valor del estadistico es

(x—y)—do  (1.91-021)-0
1 1 1 1
— 4+ = V1.14 — 4+ =
n + m 80 125 + 86

por tanto, se puede rechazar la hipétesis nula con casi cualquier nivel de significacion, puesto que el valor del estadistico

es significativamente muy grande.

t= =11.3251

(X-Y)—dy

P —valor = P >d(xq,...x4)|Ho | = P (fa09 > 11,3251) = 8.51E — 24

Como P — valor < a entonces rechazar H.
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Varianzas desconocidas y desiguales
En esta situacion si las varianzas son desconocidas y desiguales 0% # 0%, se estima o2 por

G2 &2

x4 v

noom

con §%, 52 las cuasivarianzas muestrales de cada poblacién.

a) Tamafios muestrales grandes (1, m > 30)
En este caso el estadistico de contraste es

X-Y)—d
T:(i)o ~ N(0,1)
§2 §2 Asin
oX 4 oY
n m

que tiene una distribucién aproximadamente normal N (0,1).

b) Tamafios muestrales pequefios (1, m < 30)

En este caso la aproximacién normal no es nada precisa. La solucién mds usada habitualmente es la
aproximacién debida a Welch, segin la cual el estadistico anterior sigue una distribucién f de Student con
g =n+m —2— ¢4 grados de libertad, con ¢ el entero mds préximo a

2
[(m—l)%—(n—mfﬂ

2 @2 2
(m —1) (%) +(n—1) (fﬁ)

Se comprueba que 0 < 6 <max(n—1,m—1)
Por tanto, una vez fijado el nivel de significaciéon a, rechazaremos la hipétesis nula en favor de la alternativa
en un contraste bilateral si el valor del estadistico es significativamente grande o pequefio (caso b)

X-Y)—d X-Y)—d

Rechazar Hysi T = w > tyym—2-61-as2 0 T = w < tpntm—2-60/2
% . % % . %
n m n m

En el caso de tratarse de un contraste unilateral de la forma

Ho : px — py = do
Hli;LlX*‘uy>d0

se rechaza Hj si el estadistico es significativamente grande
(X-Y) —dy

&, S
n

Rechazar Hysi T = > tyym—2-61—a

+ =+
m

y si es de la forma
Ho : px — py = do
Hq :‘Z/lx—‘uy<d0

se rechaza H) si el estadistico es significativamente pequefio

X-Y)—d

Rechazar Hysi T = w < tyym—2-6u
% . 5%
n m

Tabla resumen:
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Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién

Bilateral Hy: pux —py =do Hy: ux —py #do  (~tnym—2-61-a/2 tnsm—2—51-a/2)
Unilateral izda. Hp: ux —py >dy Hy: ux —uy <dp (—tntm—2-51—ar0)
Unilateral dcha. Hy : Ux — Uy < do Hy : Ux — Py > d() (—OO, tn+m—2—5,1—1x)

4.15.2 Contrastes para la diferencia de medias de dos poblaciones normales con datos apareados

Si queremos realizar el contraste bilateral
Ho : px — py = do
Hy i pux —py #do

sabemos que, si Hy es cierta y D = X — Y sigue una distribucién N (up = pux — pty,0p), entonces

D—d ;
§7D X n—1
Vn

donde Sp es la cuasi-desviacién tipica muestral de los datos D; = X; — Y;. Por tanto, una vez fijado el nivel
de significacién «, rechazamos la hipétesis nula Hy si el valor del estadistico de contraste es significativamente
grande o pequerio, es decir,

D—d D—d

Rechazar Hysi T = — 0 th11-a2 0 T = — 0 « th-1,a/2
Sp Sp
Vn Vn

Si queremos realizar el contraste unilateral

Hp :ux — py = do
Hlin*‘My>d0

una vez fijado el nivel de significacion &, rechazamos la hipétesis nula Hy si el valor del estadistico de contraste
es significativamente grande, es decir,

D—d
Rechazar Hysi T = — 0> ti11-a
Sp
NG
Tabla resumen:
Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién
Bilateral Ho: ux —py=do Hi:px—py #do (—tpi11-a/2tn-11-a/2)
Unilateral izda. Hy: ux —uy >do Hyi: px —py <dp (—tn—11—a,0)
Unilateral dcha. Hj: ux —py < dy Hi: Ux — Py > ) (—OO, tnfl,lfa)

Ejemplo 7. Se desea contrastar con un nivel de significacion del 5%si la estatura de una persona disminuye a
lo largo del dia. Para ello se seleccionaron al azar 10 individuos (mujeres de 25 afios) y se les midio su estatura
(en cmm.) al levantarse, X;, y antes de acostarse Y;, obteniéndose los siguientes datos:

xi‘ 169.7 168.5 1659 177.8 179.6 1689 169.2 1.67.9 181.8 163.3
yi‘ 168.2 166.4 166.7 1772 177.9 168.0 169.5 166.7 182.5 161.1

El contraste a realizar es

Ho : ux — py = 0 la estatura es la misma a lo largo del dia
Hi : ux — py > 0 la estatura disminuye a lo largo del dia

Primero calculamos las diferencias d;

d; 1.5 21 -08 06 17 09 -03 12 -07 22
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de forma que

d=0.84
§2, = 1.1138?
El valor del estadistico es, por tanto, B
d—dy 084—-0

b= 5p  1.1138 = 7.5417
Vn 10

Rechazamos la hipdtesis nula con un nivel del 5%, ya que el valor del estadistico pertenece a la region de rechazo

R.A. = (—oo,ty_11-4) = (—00,1.8331) y se puede concluir que existe una disminucién significativa de la estatura a
lo largo del dia.

P —wvalor =P D§d0 >d(x1,...x,)| Hy | = P (tg > 7.5417) = 1.767 x 10~° (usando la funcién de R: 1-pt(7.5417,df=9))
D

n
y usando el valor mds préximo de la tabla de la distribucién t-student: P (tg > 7.5417) < P (t9 >4.781) = 1 —
P(tg < 4.781) =1 —0.9995 = 0.0005
Como P — valor < « entonces podemos rechazar Hy.

4.15.3 Contrastes para el cociente de varianzas de dos poblaciones normales basado en muestras indepen-
dientes

Sean Xi,...,X, e Yj,..., Y, dos muestras aleatorias simples independientes de las variables X ~ N (ux,0x)
eY ~ N (uy,oy) respectivamente. Se estd interesado en realizar el contraste bilateral

Ho:O')z(:(Ti

Hj : 0}2( # 0y

Se sabe que el cociente
%/ 9%
32 /42
Sy /oy

de modo que bajo la hipétesis nula Hy, el estadistico de contraste es

~ Fn—l,m—l

S3

n—1,m—1

Una vez fijado el nivel de significacién «, se rechaza la hipétesis nula Hj si el valor del estadistico anterior es
significativamente grande o pequefio, es decir,

5 cr_ 5%
Rechazar Hy si F = 53 >F_1m-11-a2 6 F= 2 < Fi_1m-1u/2
Y Y
Tabla resumen:
Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién
Bilateral Ho: ox =0y Hi: ox 70y (Facim—1a/2 Facim—1,1-a/2)
Unilateral izda. Hy: 0% > (Ti Hy: 0% < ag (Fu1,m—1,4,)
Unilateral dcha. Hj: 0)2( <oy Hp: (7)2( > 0y (0, Fy—1m—1,1—-a)

Ejemplo 8. Se desea contrastar con un nivel de significacion del 5% si la variabilidad de los precios de alquiler
en Madrid, X, es la misma que en Barcelona, Y, a partir de los siguientes datos:

¥ =825, 7 =854, 5% =21.4%, § =243%, n =70, m =50

El contraste a realizar es el siguiente

c2 2
Hy: 03 =0y

Hy:0% # 0%
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El valor del estadistico es

% 2142
F=%=>"3=07756
& 243

Puesto que F;_1 1472 = Feo490025 = 05997 y F,_1,—11-a/2 = Feo,00975 = 1.7072, el valor del estadistico
pertenece a la region de aceptacién, de modo que no se puede rechazar la hipétesis nula y concluimos que las dos ciudades
tienen la misma variabilidad en los precios de alquiler.

2 2
P —valor =2 +min< P ;%gd(xl,...xn) Hy|,P %Zd(xl,...xn) Hy =
Y Y

2*min {P (F69,49 < 07756) ,P (F69,49,0.025 > 07756)} =2*min {01640, 08360} = 0.3279.
Como P — valor > w« entonces no pOd@THOS rechazar Ho.

4.16 Contrastes para muestras no normales y grandes.

En esta seccion se estudiaran otro tipo de distribuciones y se supondra que el tamafio de la muestra es sufi-
cientemente grande.

4.16.1 Contrastes para una media

Suponemos que X sigue una distribucién desconocida (y por lo tanto también que o es desconocido). Usando
el Teorema Central del Limite, obtenemos que podemos aproximar la distribucién del estadistico

_Vn(X—n)
3
por la N (0,1), ya que asint6ticamente la distribucién del estimador es N (0,1).

Si queremos realizar el contraste bilateral, lo que se contrasta si es posible que p (desconocida) sea en
realidad cierto valor fijado pg. El test se escribe entonces:

Hol‘u:}l()
Hy:p # po

Si al obtener una muestra concreta, una vez fijado el nivel de significacion «, se tiene que el valor del estadistico
es significativamente grande o pequefio, se debe rechazar H (en favor de la hipétesis alternativa Hj ), es decir

Vi (% = ) Vi (E =) _

Rechazar Hy siz = = > z1_y/p Obienz = = —Z1_p/2
Tabla resumen:
Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién
Bilateral Ho: p=po Hi:pu#po (—21-a/2.21-a/2)
Unilateral izda. Hy: p>wug Hi: p<pp (—21_q,00)
Unilateral dcha. Hp: p<pup Hi: u>pup (—00,21_4)

4.16.2 Contrastes para una proporcién

En este apartado se desea contrastar si la proporcién p de individuos que verifican una cierta caracteristica es
igual a un determinado ntimero py :

Hp :p = po

Hy:p # po

Se verifica que

ﬂwN 0,1
r(1-p) oy

n
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de modo que bajo la hip6tesis nula Hy se verifica que

__pP—P0 N (0,1)
po(1—po) Ho
n

Por tanto, una vez fijado el nivel de significacién «, se rechaza la hipétesis nula si el valor anterior es significa-
tivamente grande o pequerio, es decir,

Rechazar Hy si Z = S - >Z1_g40 60 Z = S - < Zy/2
po (1 —po) po (1 —po)
n n

Tabla resumen:

Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién

Bilateral Hp: p=po Hi: p#po (*Zl_a/z,zl_“/z)
Unilateralizda. Hy: p>po Hi: p<po (—21_q,00)
Unilateral dcha. Hy: p<py Hi: p>po (—00,21_4)

4.16.3 Contraste para la diferencia de dos proporciones

Sean Xj,..., Xy e Yy,..., Yy dos muestras aleatorias simples independientes de las variables X ~ Bi (1, px)
eY ~ Bi(1,py). El objetivo es contrastar si la proporcién px de individuos de una poblaciéon X es igual a la
proporcién py de individuos de otra poblacién Y que verifican cierta caracteristica. El contraste bilateral seria
el siguiente:

HO px — Py = 0

Hy:px —py #0

Sabemos que si Hy es cierta,

Px — Py ~ N (0,1)
/1+l A(l_A)HO
P Po Po

5 _ Nxpx +nypy
P n+m

siendo

Una vez fijado el nivel de significacién «, se rechaza la hipétesis nula si el valor del estadistico de contraste es
significativamente grande o pequefio, es decir,

Rechazar Hy si |z] = : “;X — Pyl > 2142
4 = o (1—7
Vi T Po (1= po)
Tabla resumen:

Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién

Bilateral Ho: px=py Hi:px#py (—21-4/221-4/2)
Unilateral izda. Hy: px > py Hi: px <py (—21_q,0)
Unilateral dcha. Hy: px <py Hi: px > py (—00,21_4)

417 Contraste para estimadores maximo verosimiles con muestras grandes

En situaciones en las que trabajemos con tamafios muestrales grandes y estimadores de parametros descono-
cidos obtenidos por méxima verosimilitud, podemos construir contrastes de hipétesis para esos parametros
usando la aproximacién asintética normal. Asi dado el contraste

H0:9=90
H1:97é90
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obtenemos el estadistico (bajo Hy) dado por

Orty — 6,
7 =MV~ o5 asintticamente N (0,1)
OH, (9MV)

siendo @MV el estimador de maxima verosimilitud de 0, y oy, (5MV) la desviacién tipica (bajo Hp) del esti-
mador.

Por tanto, una vez fijado el nivel de significacién «, se rechaza la hipétesis nula si el valor anterior es
significativamente grande o pequefio, es decir,

Opy — 6 Orv — 0
RechazarHosiZ:M>zl x/2 0 7 =MV 70

El constraste unilateral se realiza de forma analoga a los comentados en secciones anteriores.
Tabla resumen:

Contraste H. nula H. alternativa R. de aceptacién

Bilateral Hy: 6 =16 Hy: 0 #6q (—zl_a/z,zl_“/z)
Unilateralizda. Hy: 6 >0y Hp: 0 <6 (—21_q,0)
Unilateral dcha. Hy: 0 <6y H;: 6>6 (—00,21_4)
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