TEMA 3: Variables Aleatorias Unidimensionales.
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En este tema aprenderemos a construir y definir variables aleatorias a partir de un espacio de prob-
abilidad, asi como adquirir la nocién de distribucién de probabilidad; conocer sus caracteristicas y su
aplicacion tanto al caso discreto como al caso continuo. Interpretar las caracteristicas asociadas a las
variables aleatorias.

3 Variable aleatoria unidimensional.

3.1 Introduccién de la definiciéon de Variable Aleatoria a partir de un espacio prob-
abilistico.

El célculo de probabilidades utiliza tanto variables estadisticas cualitativas y/o cuantitativas. En este
tema nos centraremos en experimentos cuyos resultados pueden ser descritos numéricamente, o bien
trasladaremos variables estadisticas cualitativas a un contexto numérico. Ademads este nuevo tratamiento
de los experimentos nos va a permitir realizar una descripcién mas compacta de una determinada car-
acteristica de interés del experimento.

Una variable aleatoria es una regla que asigna un valor numérico a cada posible resultado de un
experimento, por lo tanto serd una funcién con un dominio en el espacio muestral y la imagen en un
subconjunto de la recta real. Formalmente:

Definicién 1. Variable Aleatoria. Dado un espacio probabilistico (Q), A, P) se define una variable aleatoria
(v.a.) X como una funcion X : ) — R tal que se asigna un niimero real a cada elemento de Q). X(w) € R para
todow € Qy X 1(B) = {w tal que X(w) € B} € A, para todo B € B (Sigma dlgebra de Borel).

Es decir, una v.a. es una regla “bien definida” para asignar valores numéricos a todos los resultados
posibles de un experimento. Una consecuencia inmediata al trabajar con v.a. es que trabajaremos con
valores numeéricos que representaran a los resultados de los experimentos que vimos en el tema anterior.

Ejemplo 1. Sea el experimento “lanzamiento de una moneda dos veces” y estamos interesados en el niimero de
veces que salid el resultado “cara”. Una posible variable que representa a este experimento es tal que:

Espacio Probabilistico: (0, A, P) con ) = {CC,+C,C+, ++}, A = (todos los posibles combinaciones que
se pueden formar con los elementos de Q) y las probabilidades sobre los sucesos elementales serdn:

PCO) =1 P+O) =1 PeH) =] P(+H)=]

Definimos la variable X ="Niimero de caras” como X : 3 — R donde:

CCr—2 +4+Cr—1
C++—1 +++—0

Ejemplo 2. Se lanza un dardo al azar sobre una diana de radio r. Sea X una funcién que reprenta la distancia
del punto hasta el centro del circulo. Entonces X es una variable aleatoria y el rango de posibles valores que puede
tomar es el intervalo cerrado [0,r].

Ejemplo 3. Se quiere medir el tiempo de conexion de un usuario determinado a la ved INTERNET. La funcién
que mide el tiempo desde que se conecta hasta que finaliza la conexién es una v.a. que toma valores en el intervalo
0, +0).



Propiedad de transmisién del cardcter aleatorio. Si X es unav.a. y f : R — R es una funcién continua,
entonces Y = f(X) es también una variable aleatoria.

3.1.1 Distribucién de una variable aleatoria

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria viene determinada por la probabilidad del
espacio probabilistico (es decir por el experimento del cual proviene). Una variable aleatoria induce un
nuevo espacio probabilistico sobre R que denotaremos por (R, B, P*) (espacio de probabilidad inducido por
X).

X:(O,A,P)— (R,B,P*) donde

P*:B — [0,1] y P*(B) := P(X~'(B))
P* verifica los tres axiomas de Kolmogorov y por lo tanto se trata de una funcién de probabilidad.

Ejemplo 4. Sea X la v.a."niimero de veces que salié cara en dos lanzamientos”. La probabilidad inducida por X
en R serd:

P*(0) = p(x—l(o))zp(++):£
1) = P(XTH1)=P(CH,+C) =
P) = PX2)=P(+4) =

4

Definicién 2. Decimos que F : R — R es una Funcién de Distribucién cuando verifica:
1. F es no decreciente.
2. F es continua por la derecha. !

3. lim F(x)=0.

4. lim F(x)=1

x—+oo
Proposicién 1. Dada una v.a. X, sea F : R — R definida por
F(x) := P*((—o0,x]) = P(w tal que X(w) < x) = P(X < x).
Entonces F es una funcion de distribucion.
Proposicién 2. Toda funcion de distribucion lo es de una variable aleatoria sobre algiin espacio de probabilidad.

Dada dos variables aleatorias se dicen Idénticamente distribuidas si tienen la misma funcién de dis-
tribucién, es decir, desde un punto de vista estadistico son la misma v.a.
Propiedades:

IContinuidad por la derecha significa que:

F(x)= lim F h) = F(x™).
(%) ,Jim (x+h)=F(x")



lim F(x) =0.

X—r—00

e lim F(x)=1.

X—r—+00
* Sixy < xp, entonces F (x1) < F (xp).

e P(X>x)=1—F(x).

e P(x1 < X<x)=F(xp)—F(x1).

e P(x1 <X<x)=F(x2) —F(x7)+P(X=x7)

e P(x1 <X <xp)=F(x2) —F(x1) — P(X = xp)

* P(xy <X <x)=F(x2) —F(x7)+P(X=1x1) — P(X = 1xp)

* Sila variable es continua, entonces F () es continua y en particular P(X = x) =0, Vx € R.

3.1.2 Clasificaciéon de variables aleatorias

En funcién del conjunto de posibles valores numéricos que puede tomar una variable aleatoria, las
clasificamos en v.a. discretas y continuas. En los ejemplos anteriores tenemos una variable aleatoria
discreta “ntimero de veces que sali6 cara en dos lanzamientos” por ser finito el conjunto de posibles
valores que puede tomar y dos v.a. continuas, “distancia del dardo al centro de la diana” y “tiempo de
conexion a la red INTERNET” porque el conjunto de posibles valores es continuo.

3.1.3 Variables aleatorias discretas

Una v.a. es discreta si el conjunto de posibles valores (dado por X (Q2)) que puede tomar es finito o
infinito numerable.

Definicién 3. Se llama funcién masa de probabilidad de la variable aleatoria X, con valores en {x1,xz,...},
a la funcién P : R — [0, 1] definida por P(X = x) = p(x) = pxsix € {xq,x2,...}.

Destaquemos que la suma de las probabilidades sobre todos los puntos es uno, es decir, si el conjunto

es infinito tenemos que Y. P(X = x;) = 1.
i=1

Propiedades:
e P(X =x) > 0paratodo x € R.
e Y P(X=x)=1

X

Si denotamos por p; = P(X = x;) con x; siendo uno de los sucesos elementales, podemos calcular
las probabilidades sobre cualquier otro suceso a partir de las p; de la siguiente manera:

P(A)= ) pi= ) P(X=x)paratodo A CR

X,‘EA X;EA



La funcién de distribucién de una v.a. discreta es de la forma:

F(x):=P(t € (—oo,x]) =P(X <x) = )_ p;.

x;<x
1=F(5) P —
P(X=5)
F(4) [ — }
} P(X=4)
F(3) -
} P(X=3)
F(1)7 .—;
F(0) : FPixe)
+ Px=0) '
0 1 2 3 4 5 6 7

Ejercicio:
Expresar los puntos de las propiedades de la funcién de distribucién de la pdgina anterior en térmi-
nos de la funcién de probabilidad. Por ejemplo:
PX>x)=1-F(x)=1-P(X<x)=1—- Y p;
x;<x
Ejercicio Dada la variable aleatoria X="Ntimero de motos vendidas por un vendedor durante una
semana”.

x| 1] 2 3 | 4
p; | 031025015 | 0.3

Calcula:
1. La funcién de distribucién. Represéntala graficamente.
2. P(X =1.5)
3. P(025 < X <2)
4 P(X>21/X<4)

3.1.4 Variables aleatorias continuas.

Una v.a. es continua si toma valores en un intervalo, o equivalentemente también se considera una
variable continua si existe una funcién no negativa f(x) > 0 para todo x € R, y que verifica que

P(X € B) = [, f(x)dx.



Definicion 4. Se define la funcién de densidad asociada a una variable aleatoria continua X como una funcién
real absolutamente continua que verifica:

1. Es una funcién no negativa, f(x) > 0, para todo x € R.
2. [ f(x)dx =1
Propiedades:
= [ f(x)dx
e P(X=1x0)=0

Reciprocamente dada una funcién f(x) no negativa, integrable y de 4rea 1, podemos construir una
v.a. continua X asociada a esa funcién, tal que P(X € B) = [, f

La funcién de distribucion de una v.a. continua es de la forma:

F(x) =Pt (—oo]) = [ fx

Es decir, es una funcién continua en toda la recta real cuya derivada es la funcién de densidad:

dF ( )
/
F(x) = = f(x)
.
5 2
Ch T T T T T T T = T T T T T T T
3 2 4 0 4 p 5 -3 -2 -1 0 1 2 3
v.a. Normal(0,1) v.a. Normal(0,1)
0, x<0
X 0<x<?2
Ejercicio Dada la funcién de distribucién F(x) = 12’ r>0
7 -_

2Con independencia de que tipo de v.a. se trate se define la funcién de distribucién en un punto como:
F(x):=P(t € (—o0,x]) := P(X < x)
® F esno decreciente y continua por la derecha.

e Se verifica limy_, F(x) = 1y que limy_s_c F(x) = 0.



1. Haz su representacion gréfica.
2. Calcula su funcién de densidad y represéntala graficamente.

3. Calcula P(X < —1), P(X > 1), P(X > 0.3),P(02< X < 1)y P(X < 1/X > 0.3).

3.1.5 Caracteristicas de unav. a.:

Esperanza matemaitica y momentos. Esperanza matematica o valor esperado (medio): Dada una v.a.
X denotamos su esperanza matematica por E(X):

e Caso X v.a. discreta que puede tomar valores X1, Xy, ..., Xn, Xy41, - - ., €s decir, {x; };c; con las prob-
abilidades P(X = x;) = p; (i € I):
E(X) = inpi

i€l

e Caso X v.a. continua con funcién de densidad f(x):
—+o00
E(X) = / xf(x)dx

Sea X una va. y g una funcion real, se define la Esperanza matematica de g(X) y se denota por
E(g(X)) a:

e Caso X v.a. discreta que puede tomar valores x1, Xy, ..., Xn, Xy41, - - ., €s decir, {x; };c; con las prob-
abilidades P(X = x;) = p; (i € I):

E(g(X)) = }_g(xi)pi

i€l
* Caso X v.a. continua con funcién de densidad f(x):

+00

E(g(X) = [ g(x)f(x)dx

—00

Momento de orden r para la v.a. X centrado en el origen:
a, = E(X").
En particular gy = 1, a1 = E(X) = u.
Momento de orden r para la v.a. X centrado en la media:
my = E(X = p)").
En particular mg = 1, m; = E(X — p) =0, my = E((X — u)?) = ap — a? = E(X?) — p>.

my se denomina varianza de la v.a. X y se denota por Var(X) = ¢?(X). A su raiz cuadrada o(X) se
le llama desviacién tipica o estindar.

Propiedades de la esperanza matematica y de la varianza:



X) = E(X?) — (E(X))*.
aX +b) = a>c?(X).

oo » N

o?(
o (

Tipificacién de una v.a. El proceso de tipificacién o estandarizacién de una v.a. consiste en su trans-
formacién en una nueva v.a. de media cero y varianza unidad, es decir, dada X construir

_X-E(X)
Y= o (X)

Moda, cuantiles, mediana. Moda:

* Caso X v.a. discreta que puede tomar valores x1,xp,..., X, Xy+1, ... la moda es el valor o valores
que tienen una mayor probabilidad. En el caso de una tnica moda se dice que la distribucién es
unimodal y con mds modas multimodal.

* Caso X v.a. continua con funcién de densidad f(x), se obtiene la moda como el valor que maximiza
la funcion de densidad, es decir, Mo(X) = arg max f(x).
xe

Cuantil de orden p:

Dado p tal que 0 < p < 1, el cuantil de orden p se define como el punto de la v.a. que deja una
probabilidad p a su izquierday (1 — p) a su derecha. Sea X una v.a. se define el cuantil de orden p como
aquel o aquellos puntos x, que verifican:

P(X<xp) > p
P(X>xp) > 1-p
expresado segtn su funcién de distribucién
P(X<xp) = Flxp)2p
P(X>xp) = 1-P(X<xp)=1-F(x,)21-p=F(x,)<p

es decir, son los puntos x,, tal que
F(xy) <p < Flxp)

Céalculo de los cuantiles:

e Caso X v.a. discreta. Buscar el primer x; tal que F(x;) > p. Tenemos que distinguir dos casos:

1. Si F(x;) > p entonces x, = x;.

2. Si F(x;) = p entonces x = [x;, Xj}1].



También se puede calcular de manera grafica a partir de la funcién de distribucién de la siguiente

manera:
-
F(5)' .—
F(5) e
Fd)spd + = v mem e m e e e e = [
F4)1
p - - = = o = -
- F(3)1 ._
F(1) F(1)' .—(
F(0) F(O)T_:
o 1 2 3 5 6 7 ; . ; .

e Caso X v.a. continua. Buscar el x, tal que F(x,) = p. Al igual que en el caso discreto, no tiene
porque ser tinico.

1.0

0.6
L

Funcién de distribucion
Funcion de densidad
0.2
1

0.2
0.1

- Area 0.4

o

Yoz T T T T T T T
-3 -2 -1 0 i 2 3 -3 -2 -1 0 1 2

0.0
1
0.0
L

©

v.a. Normal(0,1) v.a. Normal(0,1)

Observacion 1. El cuantil de orden % coincide con la mediana, el primer cuartil es el cuantil de orden %, el

tercer cuartil es el cuantil %, andlogamente para los deciles (9 puntos que dividen la distribucién de la v.a. en 10
intervalos con probabilidad 0.1 cada uno) y los percentiles (99 puntos que dividen la distribucion de la v.a. en 100
intervalos con probabilidad 0.01 cada uno).

Ejercicios:

¢ Obtener la mediana de la variable que toma valores equiprobabiles del 1 al 5.
Sol: Mediana=3.



* Obtener la mediana de la variable que toma valores equiprobabiles del 1 al 6.
Sol: Mediana=(3, 4].

3.1.6 Transformacién de unav. a.

Caso discreto Sea p(x) la funcién masa de probabilidad de una v.a. X, {(x;, p;) }ic;- Dada una trans-
formacién Y = h(X). La funcién masa de probabilidad de Y viene dada por la siguiente expresion.
Dado un valor de la variable y:

PY=y)= ) pX=x).
xi:h(xi)=yo

Caso continuo Sea X una v.a. con funcién de densidad f(x), e Y otra v.a. relacionada con la anterior

por la relacién biunivoca Y = h(X), donde h es tal que h’(x) > 0 (estrictamente creciente)o '(x) < 0
(estrictamente decreciente) para todo x € R. Entonces si g(y) es la funcién de densidad de la v.a Y, se

verifica:
-1
{ o |2
0

, Y€ (ap)
yé¢(ap)

donde @ = min{h(—o0),h(+00)} y B = max{h(—o0), h(+o0)}. Sila funcién de densidad de la variable
X, f, se anula fuera de un intervalo (4, b) sustituir —co y co poray b.

sly) = dy

3.2 Principales distribuciones discretas:

Recordemos que una variable aleatoria X tiene una distribucién de probabilidad discreta si:

six=x;(1=1,2,...)
en el otro caso

P(X—xi)—{ gi conp; >0y ) pi=1
i

3.2.1 Uniforme en n puntos: U{x1,...,x,}.

Describe el comportamiento de una variable aleatoria que puede tomar n valores distintos con la misma
probabilidad.

X(Q) ={x,...,xp} donde x; < xp < ... < xy

P(X=x;)=pi= % paratodoi=1,...,n
Ejemplo: Lanzamiento de un dado
X(Q)=1{1,234,56}, P(X=1)=---=P(X=6)=—.
Funcién masa de probabilidad:

1
P(X =1x;) = Eparatodoizl,...,n



Caracteristicas:

Funcién de distribucién:

six < xq
sixg < x < Xgaq, k=1,...,n—1
six > x,

F(x) =

—Ix O

3.2.2 Bernoulli: Be(p)

Consideremos un experimento aleatorio que da lugar a dos tnicos posibles sucesos:
E = “Exito”
F = E°="Fracaso”

dondep =P(E)ygq=P(F)=1—-P(E)=1—p.

A este experimento aleatorio se le denomina experimento o prueba de Bernoulli.
Ejemplos de experimentos de Bernoulli:

* Lanzamiento de un dado, en el que se gana cuando obtenemos un seis (E="Obtener un seis”) .

* Determinar si una pieza fabricada es defectuosa o no.

La variable aleatoria con distribucion de Bernoulli se define como

[1 si weE
X(“’){o si weF

Funcién masa de probabilidad:

Caracteristicas:
E(X) p
Var(X) = pq
Funcién de distribucién:
0 six <0
Flx)=¢ g si0<x<1

1 six >1



3.2.3 Binomial: B(n,p)
Supongamos que realizamos n experimentos o pruebas de Bernoulli independientes, es decir, la proba-
bilidad de “Exito” es siempre la misma para todos los experimentos.

Ejemplos:

* La aparicion del numero diez al tirar dos dados, al repitir el proceso 100 veces.

* La aparicion de elementos defectuosos en un proceso de fabricacién.

La variable X de interés serd

X = “Numero de éxitos en n realizaciones de un proceso de Bernoulli”

que denominaremos binomial de pardmetros 1, p y la representaremos por B(#, p), donde n es el numero
de realizaciones y p la probabilidad de éxito en cada una de ellas (que estamos suponiendo fija).

Ejemplo con R

#Para un valor (n,p) obter:

# a) Calcular as probabilidades da distribucidén e representala graficamente
# b) Representar a funcidn de distribucidn

# c) Obter as caracteristicas principais da distribucidén (media e varianza).
n <- 10

p <- 0.5

vector_x <- seq(0,n)
prob_x <- dbinom(vector_x,n,p)

# funcioén masa de probabilidade

plot(vector_x,prob_x,type=’h’)

# funcién de distribucién

prob_acum <- pbinom(vector_x,n,p)

cdf_binom <- teorica_cdf (vector_x,prob_acum)
plot(cdf_binom)

# caracteristicas

(esperanza_x <- sum(vector_x * prob_x))
(esperanza_x2 <- sum(vector_x*vector_x*prob_x))

(var <- esperanza_x2 - esperanza_x**2)



Ejemplo: La probabilidad del suceso “Obtener como minimo un seis en cuatro lanzamientos de dado” se
podria calcular utilizando una variable binomial.

1

N =

En este caso serfa n = 4 (cuatro lanzamientos) y la probabilidad de éxito (“salir un seis”) p =
Entonges la variable X ="“numero de seises obtenidos al lanzar cuatro veces un dado” seria una binomi
B (4, 6) y la probabilidad a calcular P(X > 1).

o)

NOTA: Extraer bolas de una caja con bolas blancas y negras y observar si la bola es blanca (éxito)
sOlo serfa un proceso de Bernoulli si una vez observado el color de la bola ésta se vuelve a meter en la
caja. En caso contrario las observaciones serian dependientes (la probabilidad de bola blanca en una
extracciéon dependeria del color de las bolas que se hubiesen sacado antes).

Funcién masa de probabilidad:

Como la Binomial cuenta el ntimero de éxitos en n intentos la variable serd discreta y tomara los
valoresk =0,1,2,...,n.

Para calcular la probabilidad de que en n intentos ocurran k éxitos debemos tener en cuenta:

* La probabilidad de que ocurran k éxitos y n — k fracasos en un orden concreto es:

Pra—p) Tt =phgt

* La posibles formas de ordenar k éxitos y n — k fracasos en n intentos es:

¥)

Finalmente obtenemos

k
Caracteristicas:
E(X) = np
Var(X) = npq
OBSERVACIONES:

¢ La distribucién de Bernoulli es una B(1,p).

¢ Una v.a. Binomial puede ser considerada como una suma de n variables aleatorias de Bernoulli de
parametro p, es decir, como la variable indicadora del nimero de exitos en n pruebas de Bernoulli.



3.24 Geométrica: Geom(p)

En las mismas condiciones del experimento binomial, consideremos la variable aleatoria
X = “Numero de fracasos hasta obtener el primer éxito”

La variable asi definida tiene una distribucién geométrica de parametro p (donde p es, de nuevo, la
probabilidad de éxito).

Funcién masa de probabilidad:

Caracteristicas:

N
~
—
b
SN—
I
T S

3.2.5 Binomial Negativa: BN(x,p)

En las mismas condiciones del experimento binomial, consideremos la variable aleatoria
X = “Numero de fracasos hasta obtener r éxitos”

La variable asi definida tiene una distribucién binomial negativa de pardmetros r, p, donde r repre-
senta el namero de éxitos a obtener y p la probabilidad de éxito.

Funcién masa de probabilidad:

P(X=k) = (r—O—l]i— 1)qkpr con k=0,1,2,..
Caracteristicas:
q
E(X) = r—
(X) ,
Var(X) = riz
p

OBSERVACION: La distribucién geométrica es una BN(1,p).

# Exemplo con R: Distribucidén binomial Negativa

#Para un valor (r,p) obter:

# a) Calcular as probabilidades da distribucidén e representala graficamente.

# Acotar o vector usando a desigualdade de Markov para que polo menos esté
# representado o 99.99% da distribucién. Usar tamén a aproximacidn normal.



# Atopar o verdadeiro valor

# b) Representar a funcidén de distribucidn

# c) Obter as caradcteristicas principais da distribucién (media e varianza).
r <- 10

p <- 0.5

qQ<-1-p

#Desigualdade de Markov: Obtefio k para que:

# P( |X- rg/pl >=k ) <= ( rq/p**2 ) / k¥*2 = 0.0001.
# cota_sup= sqrt(r*q/p**2 /0.0001) + r*p/q

# Usando a aproximacidén da normal ( P[N(0,1)<=0.9999]1=3.719016 ):

# r*q/p + 3.719016 * (r*q/p**2)**0.5)

# cota_sup= r*q/p + 3.719016 * (r*q/p**2)*x0.5

# Verdadeiro valor

cota_sup= gqnbinom(0.9999,r,p)

vector_x <- seq(0, trunc( cota_sup+1))
prob_x <- dnbinom(vector_x,r,p)

# funcidén masa de probabilidade ata cota_sup
plot(vector_x,prob_x,type=’h’,main=’Funcidén de probabilidade da BN(r,p)’,
xlab=’Acotada no eixo de abcisas’)

# funcidén de distribucidén ata cota_sup

prob_acum <- pnbinom(vector_x,r,p)

cdf_nbinom <- teorica_cdf (vector_x,prob_acum)
plot(cdf_nbinom, main=’Funcidén de distribucidén da BN(r,p)’,
xlab=’Acotada no eixo de abcisas’)

(esperanza_x <- sum(vector_x * prob_x))
(esperanza_x2 <- sum(vector_x*vector_x*prob_x))

(var <- esperanza_x2 - esperanza_x**2)

3.2.6 Distribucién de Poisson: Pois(A)

Consideremos un experimento en el que observamos el niimero de sucesos (llamadas telefénicas a una
centralita, llegadas de aviones al aeropuerto, nimero de clientes que llegan a un banco, etc) que ocurren
en un soporte continuo (en un intervalo de tiempo, longitud, ...)



A este experimento se le denomina experimento o proceso de Poisson® y verifica que

* Es estable: produce, a largo plazo, un nimero medio de sucesos constante A por unidad de obser-
vacién (tiempo, espacio,drea,.. . )

* Los sucesos aparecen de forma independiente, es decir, el proceso no tiene memoria: conocer el
numero de sucesos en un intervalo no ayuda a predecir el nimero de sucesos en el siguiente.

NOTA: Este proceso es la generalizacién a un soporte continuo del proceso de Bernoulli.
La variable de Poisson se define en el proceso anterior como:
X; = “Nuimero de sucesos en un intervalo de longitud t”

Funcién masa de probabilidad:

k
P(X;=k)=e M (A1) donde k=0,1,2...

k!
Caracteristicas:
E(X;) = At
Var (Xy) = At

Habitualmente, el tiempo escogido es t = 1, simplificindose las férmulas anteriores.

OBSERVACION: Sea X ~ P(A;) e Y ~ P(A,) independientes, entonces la variable X + Y ~ P(A; +
Ay). Esta situacién se produce cuando los intervalos de tiempo donde se observan las variables son
disjuntos.

# Distribucion Poison

#Para un valor lambda, obter:

# a) Calcular as probabilidades da distribucidén e representala graficamente.

# Acotar o vector usando a desigualdade de Markov para que polo menos esté
# representado o 99.99% da distribucidn. Usar tamén a aproximacién normal.
# Atopar o verdadeiro valor

# b) Representar a funcidn de distribucidn

# c) Obter as caracteristicas principais da distribucién (media e varianza).

lambda <- 10

#Desigualdade de Markov: Obtefio k para que:

# P( |X- lambdal >=k ) <= lambda / k**2 = 0.0001.
# cota_sup= sqrt( lambda/0.0001) + lambda

# Usando a aproximacidén da normal ( P[N(0,1)<=0.9999]1=3.719016 ):

3La distribucién de Poisson se llama asi en honor a su creador, el francés Siméon Dennis Poisson (1781-1840)



# lambda + 3.719016 * lambda**0.5
# cota_inf= max(lambda - 3.719016 * lambda**0.5,0)

# cota_sup= lambda + 3.719016 * lambdax**0.5

# Verdadeiro valor

cota_inf= qpois(0.0001,lambda)

cota_sup= qpois(0.9999,lambda)

vector_x <- seq(trunc(cota_inf),trunc(cota_sup+1))
prob_x <- dpois(vector_x,lambda)

# funcion masa de probabilidade
plot(vector_x,prob_x,type=’h’ ,main=’Funcidén de probabilidade da Pois(lambda)’,
xlab=’Acotada no eixo de abcisas’)

# funcidén de distribucién

prob_acum <- ppois(vector_x,lambda)

cdf_pois <- teorica_cdf(vector_x,prob_acum)

plot(cdf_pois, main=’Funcién de distribucién da Pois(lambda)’,
xlab=’Acotada no eixo de abcisas’)

(esperanza_x <- sum(vector_x * prob_x))
(esperanza_x2 <- sum(vector_x*vector_x*prob_x))

(var <- esperanza_x2 - esperanza_x**2)

3.2.7 Aproximacién de la binomial por la Poisson

La distribucién de Poisson aparece como limite de la distribucién binomial si suponemos que el ntimero
de realizaciones del experimento, 1, es muy grande pero la probabilidad de éxito, p, es pequena.

Teorema: Si X ~ Bi(n,p),sea A = np > 0, n — oo (equivalentemente p — 0). Entonces:

k
lim P(X =k) = A

JHm K k=0,1,2...
APLICACION:
1. Si X ~ Bi(n, p) con p < 0.01 y n > 30 entonces X puede aproximarse por una Pois(np).

2. Si X ~ Bi(n,p) conp > 099y n > 30 se defineY = n— X ~ Bi(n,1— p) y entonces Y puede
aproximarse por una Pois(n(1 — p)):

P(X_k)_P(Y—n—k)%P(Y—”—k)—eA(;/:(n—_g'



con A =n(l—p).

Cargar el paquete R-Commander (library(Rcmdr)) y desde el R-Commander el plugin

RcmdrPlugin.TeachingDemos (Herramientas--> Cargar Plugins de Rcmdr). La primera

vez teneis que instalar estos paquetes desde R (Paquetes--> Instalar paquetes).

Una vez cargados los paquetes ejecutar el menu

Distribuciones--> Visualizar distribuciones --> Distribucién Binomial. Dentro de
la ventana marcar la opcidén ’Show poisson approximation’.

3.3 Principales distribuciones continuas:

Recordemos que una variable aleatoria X tiene una distribucién de probabilidad continua si existe una
funcién de densidad f : R — IR, no negativa y de drea 1 donde las probabilidades verifican:

P(X € A) = /xeAf(x)dx

3.3.1 Uniforme continua: U(a,b)

Una variable aleatoria sigue una distribucién uniforme en un intervalo, cuando su funcién de densidad
es constante en dicho intervalo y se anula fuera de él, es decir:

cuandoa < x <b

1
fx)=1{ b-a

0 en otro caso

Funcién de distribucién:

Ocuandox <a
F(x) = z:zcuandou<x<b

lcuandox > b

Caracteristicas:

/abxf(x)dx: b—;—a

o
e
[

# Distribucidén uniforme(a,b)

#Para un valor (a,b) obter:
# a) Representar graficamente a densidade da variable
# b) Representar a funcidén de distribucidn



# c) Obter as caradcteristicas principais da distribucién (media e varianza).
# d) Funcidén que devolve a probabilidade nun intervalo

# borro primeiro todos os obxetos da memoria

rm(list=1s(all=TRUE))

a <- -1

b<-1

# a) funcidn de densidade

d_unif <- function(x,a=0,b=1) (x>=a)*(x<=b)*1/(b-a)
plot(c(a-0.5,b+0.5),c(-0.25,1.25) ,type=’n’ ,xlab=’Distribucion Uniforme’,
ylab=paste("U(",a,b,")"))

curve( d_unif(x,a,b),from=a-0.25,to=a-2*.Machine$double.neg.eps,col=’red’,
1lwd=3, add=TRUE) # ver axuda .Machine

curve( d_unif(x,a,b),from=a,to=b,100,col="red’,1lwd=3,add=TRUE)

curve( d_unif(x,a,b),from=b + 2%.Machine$double.neg.eps,to=b+0.25,col="red’,
1wd=3, add=TRUE)

#b) funcidén de distribucidn
p_unif <- function(x,a=0,b=1) O0*(x<=a)+(x-a)/(b-a)*(x>a)*(x<b)+1*(x>=b)
curve( p_unif(x,a,b),from=a-.5,to=b+.5,100 )

#c) caracteristicas aproximadas... integracidén numérica

x_unif <- function(x,a=0,b=1) d_unif(x,a,b)*x
x2_unif <- function(x,a=0,b=1) d_unif(x,a,b)*x**2

esperanza_x <- integrate(x_unif,lower=-Inf,upper=Inf,a,b) #01lo devolve unha lista
esperanza_x2 <- integrate(x2_unif,lower=-Inf,upper=Inf,a,b)

var <- esperanza_x2$value - esperanza_x$value**2
print (esperanza_x)
print (var)

#d) P(X<9) con X ~ U(8.75,9.25)

print( p_unif(9,a=8.75,b=9.25)) # p_unif(-Inf,a=8.75,b=9.25) ) #Fallo
porque (x-a)/(b-a)*(x>a) = -Inf * 0==Nan
integrate(d_unif,lower=-Inf,upper=9,a=8.75,b=9.25)

Ejemplo: La llegada de un tren sigue una distribucién uniforme entre las nueve menos cuarto y las
nueve y cuarto, el trayecto entre una estacién y otra donde se enlaza con otro tren dura diez minutos. Si
el segundo tren sale a las nueve y diez ;cudl es la posibilidad de alcanzarlo?

Si llamamos X="hora de llegada del tren” -~ U(8.75,9.25)

Entonces la probabilidad de alcanzar el segundo tren serd igual a la probabilidad de que el primero

1
llegue antes de las 9: P(X < 9) = f89.75 mdx = f89.75 2dx =2(9—-875) =05



3.3.2 Distribucién normal: N(y,0)

La distribucién normal (también llamada gaussiana) recibe este nombre, ya que una gran mayoria de
las variables aleatorias continuas de la naturaleza sigue esta distribucién (peso, estatura...). Se dice que
una variable aleatoria X sigue una distribucién normal de pardmetros y# y o, con y € Ry o > 05sisu
funcién de densidad es:

__1 1(x—p)?
f(x)—\/mexp{—zaz} con x € R

Esta funcién es simétrica con respecto a y y presenta dos puntos de inflexibonen y —cy y + 0.

Funcién de distribucién:

F(x):/x ! exp{—;(t_mz}dt

—c0 /271072 o2
Caracteristicas:
E(X) = u
Var(X) = o°

A la hora de calcular la funcién de distribucién, como se trata de una integral sin primitiva explicita,
se dispone de tablas para calcularla (integracién numérica), pero inicamente para la normal tipificada,
o estandar N(0,1). Pero esto no supone ningun problema, ya que dada cualquier variable normal X «

N(u, o), tipificindola obtenemos Z = % ~ N(0,1), por tanto, a la hora de calcular probabilidades

bastaré tipificar la variable normal que estemos usando para poder emplear las tablas:

Fx(x)—P(XSx)—P(X_Vs"_“>—P(zgx;”)_Pz(x_">

(o g g

Anélogamente para el cdlculo de los cuantiles.
Propiedad. Dados a,b € R y X una variable aleatoria tal que X ~ N (y,0), entonces la variable
aleatoria aX + b sigue distribucién normal

aX+b~ N(ap+b,l|alo)

Propiedad. Si X ~ N (0,1) y Fx es su funcion de distribucién, por la simetria de la distribucién
normal, se cumple que

Fx (—x) :1—FX(x),Vx >0

Propiedad. La suma de dos variables aleatorias normales independientes sigue distribucién normal.
Asi, si X ~ N (px,0x) e Y ~ N (py, 0y) son independientes, entonces

X+YNN<V><+VY/\/‘7)2<+‘712/>



# Distribucioén Normal

#Para unha media e desviacidén tipica>0 obter:

# a) Representar graficamente a densidade da variable

# b) Representar a funcidn de distribucidn

# c) Obter as caracteristicas principais da distribucién (media e varianza).
# d) Funcidén que devolve a probabilidade nun intervalo

# borro primeiro todos os obxetos da memoria
rm(list=1s(all=TRUE))

media <- 10
desv_tip <- 2

# a) funcidn de densidade

d_norm <- function(x,media=0,desv_tip=1) 1/(sqrt(2*pi)*desv_tip)*
exp(-0.5*((x-media)/desv_tip) **2)

curve( d_norm(x,media,desv_tip) ,from=media-3*desv_tip,to=media+3*desv_tip,100)

#b) funcidén de distribucidn

p_norm <- function(y,media=0,desv_tip=1) {
zz <- integrate(d_norm,lower=-Inf,upper=y,media,desv_tip)$value
zz <- as.numeric(zz)}

# INTEGRATE NON PERMITE PASARLLE UN VECTOR..... , usar apply()
x <- seq( media-3*desv_tip,to=media+3*desv_tip,length=100)

xx <- apply(as.matrix(x),1, p_norm, media, desv_tip)

plot(x,xx,type=’1’)

#c) caracteristicas aproximadas... integracidén numérica

x_norm <- function(x,media=0,desv_tip=1) d_norm(x,media,desv_tip)x*x
x2_norm <- function(x,media=0,desv_tip=1) d_norm(x,media,desv_tip)*x**2

esperanza_x <- integrate(x_norm,lower=-Inf,upper=Inf,media,desv_tip) #01llo devolve unha lista
esperanza_x2 <- integrate(x2_norm,lower=-Inf,upper=Inf,media,desv_tip)

var <- esperanza_x2$value - esperanza_x$value**2
print (esperanza_x)

print(var)

#d) P(X<20) con X ~ Exp(1/16)



print(integrate(d_exp,lower=0,upper=20,lambda=1/16))

# Visualizacién de la funcién de densidad normal:

# Cargar el paquete R-Commander (library(Rcmdr)) y desde el R-Commander el plugin
# RcmdrPlugin.TeachingDemos (Herramientas--> Cargar Plugins de Rcmdr).

# Una vez cargados los paquetes ejecutar el meni

# Distribuciones--> Visualizar distribuciones --> Distribucidn Normal.$

Teorema Central del Limite. Si Xj, Xp, - - - , X;, son n variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con media u y desviacion tipica ¢, entonces

n

Y X; se aproxima por una N (ny,0+/n), o equivalentemente
i=1
o

se aproxima por una N <y, \f)
n

n
i—1 Xi

la aproximacién se considera buena a partir de n > 30.

Cargar el paquete R-Commander (library(Rcmdr)) y desde el R-Commander el
plugin RcmdrPlugin.TeachingDemos (Herramientas--> Cargar Plugins de Rcmdr).
Una vez cargados los paquetes ejecutar el menu Demos --> Central limit theorem...

3.3.3 Distribucién exponencial: Exp(\)

Dado un proceso de Poisson de pardmetro A, que nos indica el ntimero medio de sucesos por unidad de
tiempo (espacio, drea,...), si llamamos X al tiempo (espacio, drea,...) que transcurre hasta que ocurre el
primer suceso o el tiempo (espacio, drea,...) transcurrido entre dos sucesos consecutivos, esta variable
seguird una distribucién exponencial de parametro A, es decir, X ~ Exp(A).

Esta distribucién carece de memoria, esto quiere decir que el tiempo que transcurre hasta que ocurre
un suceso no depende del tiempo que llevaba sin aparecer dicho suceso, es decir:

P(X<t/X>t)=P(X<t,—1t) 1)

Funcion de densidad:

Ae* cuando x > 0
flx) =
0 cuando x <0

Caracteristicas:



Funcién de distribucién:
(x) 0 cuando x <0
F =
fox Ae Mdt =1— ¢ cuando x > 0

Propiedad: El minimo de n variables aleatorias exponenciales independientes se distribuye expo-
nencialmente. Sean Xj, Xy, -+, X, v.a. independientes exponenciales con parametros A;, entonces la
v.a.

n
X =min{Xy,Xp, -+, Xu} ~ Exp (2 Al-)

Proof.

n n
P(X > x) = P(min{Xy, Xa, -+, Xp} > x) = P(X; > x,Vi) = [[P(X; > x) = [[e M = e” LA
i=1 i=1

O

Ejemplo: Se ha comprobado que el tiempo de vida de cierto tipo de marcapasos sigue una distribu-
cién exponencial con media de 16 afios. ;Cudl es la probabilidad de que a una persona a la que se le
ha implantado este marcapasos se le deba reimplantar otro antes de 20 afios? Si el marcapasos lleva
funcionando correctamente 5 afios en un paciente, jcudl es la probabilidad de que haya que cambiarlo
antes de 25 afos?

Sea X ="Duracién de un marcapasos en una persona”. Tenemos que:

X Exp(l)yaqueE( ) = 6:%

a) P(X < 20) = [20 —e_’xdx = F(20) =1—¢ 16 = 07135

b) (ausencia de memoria)
P(5< X <25) F(25)—F(5)

P(X<25/X >5) = P(X>5)  1-EF()

= 0.7135 = P(X < 20)

es decir, en la duracién que se espera que tenga el objeto, no influye en nada el tiempo que en la ac-
tualidad lleva funcionando. Es por ello que se dice que “la distribucién exponencial no tiene memoria”.

# Distribucidén Exponencial (lambda)

#Para un lambda>0 obter:

# a) Representar graficamente a densidade da variable

# b) Representar a funcidén de distribucidn

# c) Obter as caracteristicas principais da distribucién (media e varianza).



# d) Funcidén que devolve a probabilidade nun intervalo
# borro primeiro todos os obxetos da memoria
rm(list=1s(all=TRUE))

lambda <- 2

# a) funcidn de densidade
d_exp <- function(x,lambda=1) (x>0)*lambda* exp(-x*lambda)
curve( d_exp(x,lambda),from=0.0001,to=lambda+1.5*lambda,100)

#b) funcidén de distribucién
p_exp <- function(x,lambda=1) 0*(x<=0)+(1-exp(-lambda*x))x*(x>0)
curve( p_exp(x,lambda) ,from=-.5,to=lambda+1.5*1lambda,100 )

#c) caracteristicas aproximadas... integracidén numérica

x_exp <- function(x,lambda=1) d_exp(x,lambda)*x
x2_exp <- function(x,lambda=1) d_exp(x,lambda)*x**2

esperanza_x <- integrate(x_exp,lower=0,upper=Inf,lambda) #01llo devolve unha lista
esperanza_x2 <- integrate(x2_exp,lower=0,upper=Inf,lambda)

var <- esperanza_x2$value - esperanza_x$value**2
print (esperanza_x)
print(var)

#d) P(X<20) con X ~ Exp(1/16)
print(integrate(d_exp,lower=0,upper=20,lambda=1/16))

3.3.4 Distribucién Gamma: I'(A,r)

Diremos que una variable aleatoria sigue una distribucién Gamma de pardmetros A y 7, con A € Ry
r > 0 cuando su funcién de densidad sea la siguiente:
r
A x(r=1)p=A
flx) =4 TI()

0 cuando x < 0

Ycuandox > 0

donde I'(r) = fooo x"le~*dx se denomina funcién gamma y verifica las siguientes propiedades:

e T(1)=0'=1
e T'(r+1) = rI'(r). Demostr. Integracion por partes con u = x” y e *dx = dv.

* Cuandor €e N =TI(r) = (r—1)!



Distribucion Gamma: lambda= 1 Distribucion Gamma: lambda= 2

20
20

1.5
1.5

Densidad
1.0

Densidad
1.0

00
|
00

Table 1: Representacion gréfica de la funcién de densidad de (A7) para valores der = 1,2,4, 6 (lineas
de color negro, rojo, azul y verde, respectivamente).

e I'(1/2) = /7. Demostr. Cambio de variable u? = x para usar la funcién de densidad de la
distribucién normal.

Al pardmetro A se le suele indicar por el pardmetro de escala da variable y al pardmetro r el pardmetro
de forma, p.e. si se cambian las unidades de minutos a segundos cambia el pardmetro escala pero la
forma de la densidad no se altera (A).

Propiedades:

Relacién con otras distribuciones:
1. En particular, cuandor =1, T(A,1) = Exp(A).
2. Dada X ~ T(A,r), entonces cX ~ I'(A/c,r) para un valor ¢ > 0 constante.

3. Reproductibilidad de la distribucién Gamma. Dadas dos distribuciones independientes con el
mismo pardmetro A, i.e., X ~T(A,71)yY ~T(A,r;), entonces X +Y ~ I'(A, 11 +r3). En particular,
si tenemos Xi, ..., X; v.a. independientes exponenciales de pardmetros A, entonceslav. X7 + - - +
Xy ~T(A,n).



4. Dada una variable de Poisson X « Pois(A), si llamamos Y="Tiempo o espacio transcurrido hasta
la ocurrencia el suceso r-ésimo”, Y «~ T'(A, 7).

1
5. Dadauna X ~ T (r = g,/\ = 2), entonces X ~ )(%.
NOTA: En R, los pardmetros que se corresponden con esta definicién son el rate y shape

3.3.5 Funcién de Fiabilidad y funcién de Riesgo

Definicién 5. Dada una variable T que representa el tiempo de vida ([0, +o00)) de alguna componente con funcion
de densidad/distribucion f(t), F(t), se define la funcion de fiabilidad R(t) como:

R(t)=P(T>t)=1-F(t), t>0
y representa la probabilidad de que el tiempo de vida del componente sea superior a t.
Definicién 6. Se define la funcién de riesgo, h(t), como:
__f _fH)
h(t) = T—F@ ~ R’ t>0, F(t) < 1.

y h(t)dt representa la probabilidad aproximada de tener un fallo durante el intervalo (t,t + dt) dado que no ha
fallado en el instante t. Esta interpretacién viene dada por:

f(t)At  P(aparezca un fallo en (t,t + At))

h(t)At = ~
1—F(t) P(T >t)

=Pt <T<t+AtT >1t)

Nota: Las funciones k(t), f(t) son matematicamente equivalentes.

Ejercicio: Demostrar que la funcién de riesgo de la distribuciéon exponencial es constante y funcién
del pardmetro A.

Responder a las siguientes cuestiones:

1. A servidor de correo de una empresa, llegan de media 12 correos por minuto,siguiendo una dis-
tribucién de Poisson, ;cudl es la probabilidad de que en menos de 1 minuto lleguen 8 llamadas?
Sol (usando R-Commander): 0.9104955
3.3.6 Distribucién Weibull: Weibull(«, B)

Diremos que una variable aleatoria sigue una distribucién de Weibull de pardmetros a y 8, cona > 0y
B > 0 cuando su funcién de densidad sea la siguiente:

ap~x* e~ (*/P)* cuando x > 0

flx) =
O cuandox <0

Propiedades:

X) = Bri+at)

X) = p? (r(l +ou ) —T(1+ uc_l)z)

h(x) = ap*x* !parax>0



Distribucion Weibull: beta=1 Distribucion Weibull: beta=2

1.0 1.5 20
1.0

Densidad
Densidad

05
I

00
00

Table 2: Representacion grafica de la funcién de densidad de Weibull («,B) para valoresdea = 1,2,4,5
(lineas de color negro, rojo, azul y verde, respectivamente).
Relacién con otras distribuciones:

1. En particular, cuando a = 1, Weibull(a« = 1,8) ~ Exp(A =1/p).

3.3.7 Distribucién Beta: Beta(a, f)

Diremos que una variable aleatoria sigue una distribucién Beta de pardmetros « y B, cona >0y B > 0
cuando su funcién de densidad sea la siguiente:

r(‘x+.3) a—1
f)={ Twrp® U

0 en otro caso

—x)ftsio<x <1

Propiedades:
EX) = ! j— B
_ ap
VarX) = G BRwT B+

Relacion con otras distribuciones:
1. En particular, cuandoa =1y p =1, Beta(a =1, =1) ~ U(0,1).

2. Sea X ~T(A,a) yY ~T(A,B) independientes, entonces XLJFY ~ Beta(w, B)



Distribucion Beta Distribucion Beta

20

20
I

15
18

Densidad
1.0
Densidad
1.0

05
0.5
|

0.0
0.0
|

Table 3: Representacion gréfica de la funciéon de densidad de Beta(a,p) para valores de (¢, ) =
(0.25,0.25),(1,1),(2,2) (lineas de color negro, rojo, azul en el gréfico de la izquierda) y valores de

(a,B) = (0.25,2),(2,0.25),(3,3) (lineas de color negro, rojo, azul en el gréfico de la derecha), respec-
tivamente).



0.35
1

P(Bi(10,0.5)=5)=0.246

0.30
|

P(Bi(10,0.5)=0)=0.001
P(-Inf < N(mean=5,sd=sqrt(2.5))<=0.5)=0.002
P(Bi(10,0.5)=10)=0.001

P(N(mean=5,sd=sqrt(2.5))>9+0,5)%0.002
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1

0.10
1

0.05
1
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1
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Figure 1: Representacion grafica de la aproximacién de la Bi(n =10,p = 0.5) por la distribucién
N (5, vV 2.5) . Aproximacién con mucho error

3.3.8 Aproximaciones por la normal

Binomial: Dada una variable X ~ B(n, p) cuando el namero de realizaciones del experimento es sufi-
cientemente grande n > 30 y npg > 5, podemos aproximar la variable por una normal de pardmetros
N(np, /npq).Y aplicar la llamada "correccién de continuidad", asi si X ~ B(n, p)

P(X=k) ~P(k-05< X <k+05)

con X ~ N(np, \/npq)
Para asignar toda el drea de la curva que deja la densidad de la distribucién normal, se considera
que: 3
P(X=0)~P(X<05)

y g
P(X=n)~P(X>n-05)
A efectos ilustrativos se muestra en la Figura 1 el proceso de aproximacién con correccién de con-
tinuidad en un ejemplo en donde esta aproximacién no se deberia hacer
Poisson: Dada una variable X ~ P(A) con A > 5 podemos aproximarla por una normal de pardmet-

ros N(A, VA).

Gamma: Dada una variable X ~ T'(A,r) con r > 30 podemos aproximarla por una normal de

parametros N (/r\, ?) .

# Visualizacidon de la aproximacidén a la distribucidén de poisson y normal:
Cargar el paquete R-Commander (library(Rcmdr)) y desde el R-Commander el plugin



RcmdrPlugin.TeachingDemos (Herramientas--> Cargar Plugins de Remdr). La primera

vez teneis que instalar estos paquetes desde R (Paquetes--> Instalar paquetes).

Una vez cargados los paquetes ejecutar el menu

Distribuciones--> Visualizar distribuciones --> Distribucidén Binomial. Dentro de

la ventana marcar la opcidén ’Show poisson approximation’ y ’Show normal approximation’.

3.4 Desigualdad de Markov y desigualdad de Tchebychev

La desigualdad de Markov sirve para destacar la bondad de la ¢, como medida de dispersién respecto
la media.

Definicién 7. Sea X una v.a. que toma valores no negativos, entonces para cualquier k > 0, se verifica

pxz b < B

Definicién 8. Como aplicacién de este resultado obtenemos la desigualdad de Tchebychev. Sea X una v.a. con
media y varianza p, o* respectivamente, sea k > 1, la proporcion de la distribucion que estd comprendida entre

u —koy yu+ ko es al menos de 1 — L

20 expresado de otra forma

N

P(X—p 2K < 53
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